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مقدمه
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بهینهسازی

«بهترین»فرایندیافتن

بیشترینیابیشینةدخل
کمترینیاکمینةخرج

بهینه
کمینه»یا«بیشینه»بهمعنای»
اصطلاحیفنی
اندازهگیریکمی



بهینهسازی

بشربهینهعملمیکند
سرمایهگذاران
سازندگان
مهندسان

طبیعتبهینهعملمیکند
سیستمهایفیزیکی
مولکولها
اشعهنوری

مهمدرتصمیموتحلیل



حلمسائلبهینهسازی

استفادهفراواندرعلمومهندسیواقتصادوصنعت

مقاطعمورداستفاده
مدلسازی،تعیینمشخصات،وطراحیابزارهاومدارهاوسیستمها
طراحیساختارهاوساختمانها
کنترلفرایند
نظریهتخمین،برازشمنحنی،حلدستگاهمعادلات
پیشبینی،زمانبندیتولید،کنترلکیفیت
نگهداریوتعمیر
شبکههایعصبیوسیستمهایتطبیقی
بازارهایمالی

یادگیریتوانائیهاومحدودیتهامنجربه
فهمبهترتاثیرآندرحوزههایمختلف



ریشهدرحسابتغییرات

اویلرولاگرانژ

معمولامعروفبهبرنامهریزیریاضیاتی
دههبیستشمسیتوسعهبرنامهریزیخطی



بهینهسازی

مسائلواقعی
دارایانواعحلها

تعدادبینهایتپاسخمعمولا
بهینهسازیبایافتنبهترینپاسخ

درصورتتکپاسخیبودن
بهینهسازیبیمعنی



انواعحل-بهینهسازی

روشهایکلی
روشهایتحلیلی
روشهایگرافیکی
روشهایآزمایشی
روشهایعددی



انواع-بهینهسازی

روشهایکلی
روشهایتحلیلی

مبتنیبرحسابان

ابتداتوضیحریاضیمسئله

عدمنیازبهرایانه

سختجهتاعمالبرمسائلسختغیرخطیویامتغیرهایفراوان

روشهایگرافیکی
رسمتابع

چندمتغیر؟!

رسمتابعبراساستکمتغیرمستقل

مجموعهنقاط:ترازبندی(x1,x2)باf(x1,x2)برابر

ناکارآمدیاغیرممکنبرایتعدادمتغیرهایبیشتر



انواع-بهینهسازی

روشهایآزمایشی
آزمایشتکبهتکمتغیرها
بهینه-امکانرسیدنبهبهینهیانزدیک
امکانرسیدنبهجوابهاینامطمئن

چرا؟
تعاملچندمتغیربایکدیگرونیازبهازمایشهمزمانآنها

روشهایعددی
مهمترینروشعمومی
(تکراری)استفادهازرویههایمرحلهبهمرحله
شروعازحدسیاولیه
پایانبارسیدنبهملاکهمگرائی

مثال؟
مورداستفادهجهتحلمسائلپیچیده
حلناپذیرتحلیلی
برنامهپذیریرایانهایراحت
روشهایغالب



انواع-بهینهسازی

برنامهریزیریاضیاتی
پارادایمحاکمبرنظروعملروشهایبهینهسازیعددی

شامل
برنامهریزیخطی
برنامهریزیعددصحیح
برنامهریزیغیرخطی
برنامهریزیپویا



مختصر-بهینهسازی

جهتاستفاده
(هدف)نیازبهمشخصکردنمقصود
«اندازهگیریکمیکارکردسیستمتحتمطالعه»
مثال

سود

زیان

انرژیپتانسیل

نگاشتبهعددی
نمایشگریککمیتیاترکیبیازچندکمیت

هدفوابستهبهمشخصههایخاصازسیستم
متغیرها،مجهولها

مقصود
یافتنمقادیربهینهسازهدف



ادامه-مختصر–بهینهسازی

مقصود
یافتنمقادیرمتغیرهاجهتبهینهسازیهدف

معمولادارایحدوحدود
مثال

مقادیرنامنفیچگالیالکتروندرمولکول

میزانبهره



مدلسازی–بهینهسازی

فرایندمشخصکردنهدف،متغیرها،محدویتهایمسئلةمعرفیشده

قدماول
ایجادمدلمناسب

نمایشسادهشدهچیزیحقیقی
چرا؟

انگیزههایمختلف
کمترکردنپیچیدگی
فهممسئله
یافتنراحتترحل

سادهانگاری
عدمنمایشدرستمسئله

زیادیسخت
حلمشکلاگرنهغیرممکن



ادامه-مدلبندی

واقع مدل

نتیجهواقعینتیجةمدل

تدوین

استنتاج

تفسیر



ادامه-مدلبندی

مسئلهدرمحیطواقع

تدوینمدل
چهجنبههائیدرنظرگرفتهمیشود
چهجنبههائینادیدهگرفتهمیشود
مفروضات
نوعمدل

استنتاج
حلمعادلات
الگوریتم
منطق

تفسیر
ترجمهبهمحیطواقع



الگوریتمبهینهسازی–بهینهسازی

جهتیافتنراهحل

معمولابارایانه

الگوریتمواحدوجامع؟
خیر
نبودناهارمفت»قضیة»

مجموعهالگوریتمها

سعیبرانطباقالگوریتمبامسئلةخاص

انتخابالگوریتمدرستوظیفةکاربر

تاثیربرسرعتراهحل
حتیبریافتنراهحل



شرایطبهینگی–بهینهسازی

پسازاعمالالگوریتمرویمدل

نیازبهبررسییافتندرستراهحل

وارسیمجموعهمقادیریافتشدةمتغیرها

اطلاعمفیددربارةتخمینفعلی

تحلیلحساسیت
حساسیتپاسخبهتغییراتدرمدلوداده
باتغییرمدلنیازبهتکرارحلمسئله



تدوینریاضی

کمینهسازییابیشینهسازیتابعبادرنظرگرفتنقیدهاییرویمتغیرهایتابع

𝒙(یامجهولها،پارامترها)بردارمتغیرها

𝑓از(عددی)تابعهدف،تابعیxکهقصدبیشینهیاکمینهکردنآنراداریم

𝑐𝑖توابعنمایشگرقیدهاییشاملتساویهاونامساویهاکهمقادیر𝒙پاسختابعfبایدآنهارارعایتکنند
ـــمک

𝒙∈ℝ𝑛
𝑓(𝒙)

باتوجه
𝑐𝑖 𝒙 = 0 𝑖 ∈ ℇ
𝑐𝑖 𝒙 ≥ 0 𝑖 ∈ Ι

ℇوΙمجموعهاندیسهایقیدهایتساویونامساوی



مثال

با
)کـــم 𝑥۱ − ۲ ۲ + 𝑥۲ − ۱ ۲

طوریکه به

𝑥۱
۲ − 𝑥۲ ≤ 0
𝑥۱ + 𝑥۲ ≤ ۲



مثال

)کـــم 𝑥۱ − ۲ ۲ + 𝑥۲ − ۱ ۲

طوریکه به

𝑥۱
۲ − 𝑥۲ ≤ 0
𝑥۱ + 𝑥۲ ≤ ۲

بازنویسیشبیهتدوینمعرفیشده



ادامه-مثال

ترازهایتابعهدف
مجموعهنقاطیکه𝑓(𝒙)دارایمقدارثابت

(امکانپذیر)منطقهشدنی
مجموعهنقاطیکهتمامیقیدهارارعایتمیکند.

𝑥∗حلمسئله



مسئلهترابری-۲مثال

شرکتی
دوکارخانه𝐹۱و𝐹۲

(خردهفروشی)دوازدهنمایندگیفروش𝑅۱تا𝑅۱۲

𝐹𝑖عرضة𝑎𝑖تنازمحصولدرهرهفته
ظرفیت

𝑅𝑗تقاضای𝑏𝑗تنازمحصولدرهرهفته
𝑐𝑖𝑗هزینهارسالاز𝐹𝑖به𝑅𝑗

یهزینههایافتنمقادیرانتقالمحصولبینکارخانههاوفروشگاههاجهتبرآوردهسازینیازهاوکمینهساز:مسئله



ادامه-مسئلهترابری-۲مثال

تدوین

𝑚𝑖𝑛

𝑖



𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

کهطوری به



𝑗=۱

۱۲

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲



𝑖=۱

۲

𝑥𝑖𝑗 ≥ 𝑏𝑗 , 𝑗 = ۱, … , ۱۲

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 = ۱, ۲, 𝑗 = ۱, … , ۱۲



پیوستهدرمقابلگسسته-بهینهسازی

متغیرهامقادیرصحیح
تعدادنیروگاهدرپنجسالآینده
نیازیاعدمنیازبهکارخانهایخاصدرشهریخاص

برنامهریزیعددصحیح
بهینهسازیگسسته
یکیازمهمترینجلوههایناکوژی

گاهیاوقاتترکیباعدادصحیحواعدادحقیقی
(بصا)برنامهریزیعددصحیحآمیخته

بهینهسازیپیوسته
نامتناهیناشمارا
حلسادهتر
همواریتابعموجبتصمیمگیریسادهترحولنقطةx



مقیدونامقید-بهینهسازی

انواعتقسیمبندیها
(خطی،غیرخطی،کوژ)طبیعتتابعهدفوقیدها
(کم،زیاد)تعدادمتغیرها
(مشتقپذیریامشتقناپذیر)همواریتابع

دارایقیدمحدودیتوبدونمحدودیت

ℇبهینهسازینامقید = Ι = 0
امکانتبدیلمسائلمقیدبهنامقید

بهینهسازیمقید
محدودیتبودجهدراقتصاد
محدودیتشکلدرطراحی
دراشکالمختلف

حدبالاوپائین
محدودیتخطی
نامساویهایغیرخطی

برنامهریزیخطی
تابعوقیدهاتوابعخطی
پرمطلبترین

برنامهریزیغیرخطی
حداقلیکیاچندقیدیاهدفتابعغیرخطی



محلیوسراسری-بهینهسازی

بیشتربهدنبالراهحلیمحلی
نقطهایباکوچکترینمقدارتابعهدفازمیاننقاطامکانپذیرهمسایه
بهدنبالراهحلسراسرینیست

نقطةباکمترینمقدارتابعدرمیانتمامینقاطامکانپذیر

نیازبهراهحلسراسریدربعضیمسائل
سختییافتنومشخصکردن

برنامهریزیکوژ
برنامهریزیخطی

جوابهایمحلیهمانجوابهایسراسری

مسائلغیرخطی
پاسخمحلیلزوماراهحلسراسرینیست



معینوتصادفی-بهینهسازی

مشخصنبودنکاملمدلدربعضیمسائل

وابستگیبهمقادیرینامعلومدرزمانتدوین
مدلطرحهایمالیواقتصادیوابستهبهآیندةمیزانبهره،تقاضایمحصولدرآینده،قیمتکالایخامدرآینده
عدمقطعیتطبیعیبسیاریازسیستمها

«بهترینحدس»بهتراز
دستیابیبهراهحلهایمفیدترمدلهابامشارکتدانشافزودهای
نوشتنچندسناریووتخمیناحتمالهرسناریو
کارکردمدل«امید»استفادةبهینهسازیتصادفیجهتتخمین

مواردمرتبط
متغیرقیدیرابامقدارمشخصیازاحتمالبرآوردهکند:شانس-بهینهسازیمقید
بعضیازقیودبایدکاملارعایتشوند:بهینهسازیاستوار



مجموعةکوژ

مجموعةکوژ
𝑆 ∈ ℝ𝑛

«خطیمستقیمواصلدونقطهاز«قطعهS

کلقطعهخطدرSخواهدبود

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆
∀𝜃∈[0,۱]

𝒙𝜃 = 𝜃𝒙۱ + 1 − 𝜃 𝒙۲ ∈ 𝑆



مجموعةکوژ

مجموعةکوژ
𝑆 ∈ ℝ𝑛

«خطیمستقیمواصلدونقطهاز«قطعهS

کلقطعهخطدرSخواهدبود

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆
∀𝜃∈[0,۱]

𝒙𝜃 = 𝜃𝒙۱ + 1 − 𝜃 𝒙۲ ∈ 𝑆

چندنمونهکوژوناکوژ



مجموعهکوژ

مجموعهتهی

تکنقطه

ℝ𝑛تمامیفضای

خطیاتکهخط

𝒂𝑇𝒙(معادلهخطی)ابرصفحه = 𝑏

𝒂𝑇𝒙(نامساویخطی)نیمفضا ≥ 𝑏

𝒙کره − 𝒙′ ≤ ℎ

مخروطکوژ



پاسخهایدستگاهمعادلاتخطی-مثال

𝐶 = 𝒙 𝐴𝒙 = 𝒃 ,

𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛,𝒃 ∈ 𝑅𝑚

𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝐶 ⟹ 𝐴𝒙1 = 𝒃,𝐴𝒙2 = 𝒃

𝐴 𝜃𝒙1 + (1 − 𝜃)𝒙2 = 𝜃𝐴𝒙1 + (1 − 𝜃)𝐴𝒙2

= 𝜃𝒃 + 1 − 𝜃 𝒃

= 𝒃

⟹ 𝜃𝒙1 + 1 − 𝜃 𝒙2 ∈ 𝐶



ادامه-مجموعهکوژ

تعمیمتعریفمجموعهکوژ

∀𝒙𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1,… ,𝑚 ⟹ 𝒙𝜃 ∈ 𝑆 , 𝒙𝜃 =

𝑖=۱

𝑚

𝜃𝑖 𝒙𝑖 ,

𝑖=۱

𝑚

𝜃𝑖 = ۱, 𝜃𝑖 ≥ 0

𝒙𝜃ترکیبکوژنقاط𝒙۱و𝒙۲و…

پوستهکوژ
𝒙۱و𝒙۲و…و𝒙𝑚
تمامینقاط𝒙𝜃مندرجدرمجموعهبالا



پوستةکوژ

مجموعهمجموعةترکیبکوژتمامینقاط
𝔐 ∈ ℝ𝑛

Koഺ𝑧𝔐 = {𝜃۱𝒙۱ + 𝜃۲𝒙۲ +⋯+ 𝜃𝑚𝒙𝒎|𝒙۱, 𝒙۲, … , 𝒙𝒎 ∈ 𝔐, 𝜃𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 = 1,…𝑚, 𝜃۱ + 𝜃۲ +⋯+ 𝜃𝑚 = ۱}



تابعکوژ

تابعکوژ
دامنةSکوژو

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆 ⟹ 𝑓 𝜃𝒙۱ + ۱ − 𝜃 𝒙۲ ≤ 𝜃𝑓 𝒙۱ + ۱ − 𝜃 𝑓 𝒙۲ , ∀𝜃 ∈ [0, ۱]
مثال-

توپکوژ{𝐱 ∈ ℝ𝑛| 𝒙 ۲ ≤ ۱}

چندضلعیهایتعریفیبامساویهاونامساویهایخطی{𝐱 ∈ ℝ𝑛|𝐴𝒙 = 𝑏,𝐶𝒙 ≤ 𝑑}

تابعدرجهدوکوژf 𝐱 = 𝐱TH𝐱

نامساویاکیدباشرط:تابعاکیداکوژ𝒙۱ ≠ 𝒙۲,𝜃 ∈ 0,۱



برنامهریزیکوژ

کوژبودنتابعهدف

خطیبودنقیدهایمساوی

کاوبودنقیدهاینامساوی



الگوریتمهایبهینهسازی

تکراری
مرحلهبهمرحله

𝑥آغازباحدساولیةمتغیرهای

تولیددنبالهایازتخمینهایبهتر

ادامهتازمانختمالگوریتم

تمایزالگوریتمهاازیکدیگر
استراتژیحرکتازقدمفعلیبهقدمبعدی

،[مشتقدومتوابعمذکور]،[مشتقاولتوابعمذکور]اکثرااستفادهازاطلاعاتتابعهدف،قیود



ادامه-الگوریتمهایبهینهسازی

انتخابالگوریتموهمگرائیوسرعتهمگرائی

ویژگیهایالگوریتممناسب
استواری

اجرایمناسبرویگسترةوسیعیازمسائل

کارائی
عدمنیازبهزمانیاحافظةزیادجهتمحاسبات

صحت
یافتنپاسخبادقتبالا
بدونحساسیتفراوانبهخطادردادهیاگردکردن

ناسازگاریاهداف
همگرائیسریعپاسخمسئلةغیرخطینیازبهحافظةزیاد
روشاستوار،کند
سبکسنگینکردننقشیاساسیدرطراحی



عدمتوجهبه

بهینهسازیشبکه

برنامهریزیعددصحیح

برنامهریزیتصادفی

برنامهریزیناهموار

بهینهسازیسراسری



تدوینریاضی

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥)

باتوجه
𝑐𝑖 𝑥 = 0 𝑖 ∈ ℇ
𝑐𝑖 𝑥 ≥ 0 𝑖 ∈ Ι

ℇوΙمجموعهاندیسهایقیدهایتساویونامساوی



انواع-بهینهسازی

c(x) f(x) نام

- غیرخطی نامقیدبهینهسازی

خطی خطی برنامهریزیخطی

خطی درجهدو برنامهریزیدرجهدو

خطی غیرخطی خطیبهینهسازیمقید

غیرخطی غیرخطی یمقیدیابهینهسازیغیرخطبهینهسازی



منابع

[نازهدل]

[آنتونیو]

[جهانشاهلو]

[فلچر]

[بوید]


